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RESUMO: Este trabalho faz, a priori, uma breve abordagem histérica, através de pesquisa
bibliografica, sobre a Regra de L’Hopital, formulada por Johann Bernoulli, utilizada, a principio,
para calcular limites de inderminagoes do tipo — e, posteriormente, utilizada para outros casos,
trazida, pela primeira vez, no Analyse des infiniment petits, primeiro livro de Calculo existente,
publicado pelo marqués de L’Hopital. Foram ressaltadas as polémicas envolvidas na autoria
das teorias contidas no livro e a importancia desses dois matematicos no desenvolvimento do
Calculo Diferencial e Integral. Em seguida, foi feito um comparativo em relagdo ao modo como
foi enunciada a Regra, originalmente, enfatizando a visdo geométrica e o uso de diferenciais, e
como a mesma vem sendo abordada nos livros contemporaneos e utilizada até os dias atuais.
Ao final, dentre outros exemplos, foi resolvido, utilizando o enunciado mais atual da Regra de
L’Hopital, a primeira aplicacao trazida pelo marqués em seu livro Analyse.

Palavras-chave: Regra de L’Hopital; Diferenciais; Célculo Diferencial e Integral; Johann
Bernoulli.

1. Introducao

Nos cursos de introducao ao Calculo Diferencial, a Regra de L’Hopital aparece como
uma importante ferramenta na resolucao de limites que geram certos tipos de indeter-
minacoes. Com um enunciado simples e didatico, o resultado matematico atrai a atencao
de varios estudantes pela facilidade nas aplicagoes.

Entretanto, nem sempre ha uma preocupacao de entender o significado geométrico en-
volvido por tras dessa ferramenta. O que nao pode ocorrer devido a sua grande relevancia
para elucidacao do contetdo.

2. Objetivos



Este trabalho tem como objetivo fornecer um breve relato sobre a origem historica e
matematica da Regra de L’Hopital.

3. Metodologia

Foi utilizado o método de pesquisa bibliografica que permitiu comparar o enunciado
original da Regra de L’Hopital apresentado no livro Analyse des infiniment petits, do
marqueés de L’Hopital com o enunciado presente nos livros atuais de Célculo Diferencial.

4. Resultados

4.1 Origem histérica

Guillaume Frangois Antoine (1661—1704), mais conhecido como Marqueés de L’Hopital,
foi um matematico que teve seus talentos reconhecidos desde muito cedo. Ainda adoles-
cente chegou a resolver um problema proposto por Blaise Pascal. Além de ter contribuido
para solucoes de diversos problemas, entre eles, o problema da braquistocrona, que, na
época também havia sido solucionado por gigantes da Matemética como Jakob Bernoulli,
Newton e Leibniz. Apesar disso, o marqués tem seu nome lembrado até hoje devido a
regra de L’Hopital, em sua homenagem, presente no seu livro Analyse des infiniment pe-
tits pour lintelligence des lignes courbes (Anélise de quantidades infinitamente pequenas
para a compreensao de curvas).

Atualmente, sabe-se que a famosa regra pertence a Johann Bernoulli (1667 — 1748),
matematico suico que pertenceu a uma familia de matemaéaticos bastante renomada. Ber-
noulli atuou também na Fisica, Quimica e Astronomia e teve um importante papel na
divulgacao do Calculo Diferencial e Integral pela Europa. Inclusive, foi este o motivo do
suico ter se hospedado por meses na casa do nobre marques, ganhando uma boa quantia
em dinheiro: ensinar o Célculo de Leibniz e Newton a pedido de L’Hopital.

4.2 A Regra segundo L’Ho6pital e Bernoulli

Segundo Katz (1993), L’Hopital, em seu livro Analyze des infiniment petits, definiu,
inicialmente, quantidades variaveis como sendo as que aumentam ou diminuem continua-
mente. Em seguida, definiu a diferencial df de uma quantidade variavel f como sendo a
parte infinitamente pequena pela qual f aumenta ou diminui continuamente. L’Hopital
também expods dois axiomas sobre a aplicacao das diferenciais:

1. Uma quantidade que foi aumentada ou diminuida por outra infinitamente pequena
pode ser considerada que permanece inalterada.

2. Chama-se curva o conjunto de um numero infinito de linhas retas infinitamente
pequenas.

A partir disso, L’Hopital formulou as regras para o calculo de derivadas. Vejamos,
como exemplo disso, a demonstracao da derivada do produto chamada por ele como dife-
renca do produto:

Note que pelo Azioma 1, se x e y sao quantidades varidveis, entao podemos escrever:

r=dr+x e y=dy+y
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Deste modo, sucede-se que

d(zy) = zy—zy
= (z+dx)(y+dy) —zy
= 2y + xdy + ydx + dedy — vy
= xdy + ydz,

ja que dxzdy pode ser eliminado por ser infinitamente pequeno.
Analogamente, o marqués demonstrou como encontrar “a diferenca de uma fracao”,
conhecida hoje como a regra do quociente para derivadas.

O enunciado da Regra foi feito geometricamente. Veja a seguir:

Considere a curva AMD onde AP = x, PM = y e AB = a de maneira que o valor
da ordenada y é exprimida por uma fracao, em que o numerador e o denominador ambos
tornam-se 0 quando z = a, isto ¢, quando o ponto P coincide com o ponto B. E necessério
encontrar o que sera entao o valor da ordenada BD.
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Suponha, entao, y = p/q. L’Hopital percebeu que o valor de y para uma abscissa b
infinitamente préxima de B sera:

p+dp
+dy = .
Y+ dy o1 dg

Porém, note que, a ordenada y + dy é infinitamente préoxima de y, dai, pelo Azioma
2, pode-se escrever y + dy = y. Note também que p e ¢ sao ambos nulos em B. Com isso,

_dp
4.3 A Regra de L’Hopital nos livros atuais
Segundo Stewart (2014),

Regra de L’Hopital: Sejam f e g fungoes sejam derivaveis e ¢'(x) # 0 em um intervalo
aberto I que contém a (exceto, possivelmente em a). Suponha que



lim f(z) =0 e limg(z)=0

T—a Tr—a
ou que
lim f(z) = o0 e limg(x) = +o0.
T—a z—a
Entao,

flx) o f(2)

lim —+% = lim
z—a g(gj) x—a g’(x)

se o limite do lado direito existir ou for co ou —oo.

Veja a seguir, algumas aplicagoes da Regra de L’Hopital:

Exemplo 1. Considere as fungoes

f: R — R g: R — R
r — e¥—-1 € x = a3 +4x.

Uma vez que

lime*—1=0 e limz®>+42=0
x—0 x—0

seque-se pela Regra de L’Hopital que:

f(x) I e’ —1 . (e"=1) _ e’

lim 2. — — _

= = —— = 0.
=0 g(x) -0 23 + 4x xl—I>I(1) (3 + 4x) xl_I)% 322 +4

Exemplo 2. Sejam as funcoes

f: R — R g: R — R
r — 2zsen(x) ¢ r =  sec(x)— 1.

Note que temos

lim 2zsen(z) =0 e limsecx —1=0.
z—0 z—0

Nestas condigoes, a Regra de L’Hopital fornece

2 2 / ) 9
lim M = lim srsent lim M — lim sen(z) + 2xcos(x)

20 g(x) =0 secr — 1 20 [sec(x) — 1)) 20 tg(x)sec(x)
Uma vez que
lim 2sen(z) + 2zcos(x) =0 e limtg(z)sec(z) =0,
z—0 z—0

aplicaremos novamente a Regra de L’Hopital, obtendo

lim flx) .. 2xsen(z)

lim 2sen(x) + 2xcos(x) .. 4cos(x) — 2wsen(w)

w0 g(z) 20 sec(x) — 1 " o0 tg(z)sec(x) 20 secd(z) + tg?(z)sec(w) =4




Exemplo 3. Agora, vamos apresentar o primeiro exemplo trazido pelo livro Analyse des
infiniment petits publicado por L’Hopital, a fim de ilustrar a sua regra. Basicamente,
iremos calcular o sequinte limite:

3
I 2a3 — z* — ava’x
im .
4
r—a a — vVard
Vamos responder de acordo com o enunciado atual. Note que

lim v2a3 — 2% — aVa2xr =0 e lima— vVax3 = 0.

Tr—a r—a

Entao, aplicando a Regra de L’Hopital, temos:

V2a3 — 1t — avalx (V2a3 — 2% — ava2z)

lim = lim

T—a a — W ax?) T—a (Cl _ Y CLZL‘3)/

Uma vez que

V2a3 — 2t 3vata? 4a2v/adx

além de

a® — 223 a’ . —3ax?

_ S —
voa /203 —at 3V ata? r—a 422y a3z

Seque-se que

lim =

r—a a — \4/ agj3 9 '

5. Consideragoes Finais

Pode-se observar que enquanto L’Hopital e Bernoulli formularam a regra geometrica-
mente, autores contemporaneos de Célculo Diferencial, como James Stewart, trataram da
regra de forma mais algébrica, porém ambos os enunciados sao essencialmente iguais.

Nota-se também a enorme relevancia do livro Analyse des infiniment petits como pre-
cursor entre os livros de Calculo Diferencial, apesar da polémica que envolveu a autoria
das teorias contidas nele.
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